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P. Cohen, H. Shiga and J. Wolfart generalised to higher dimension Schneider’s
theorem concerning the transcendency of the values of the elliptic modular function
j. Let JS, n denote an analytic morphism between Hn(C) and the complex points of
the Shimura variety VS, n , which is invariant under the action of Sp2n(Z) on Hn(C).
Assuming that VS, n and JS, n are appropriately normalized, they show that if Z is
a non special algebraic point of the domain Hn(C), then the value of the function
JS, n at Z is not an algebraic point of the Shimura variety VS, n . Also, they were able
to give some points Z belonging to the domain Hn(C), which are not algebraic but
nonetheless have image by the function JS, n a non-algebraic point of VS, n . We shall
see in this article how to build other examples of such points Z # Hn(C).  2000
Academic Press
Les travaux de P. Cohen, H. Shiga, et J. Wolfart concernent la ge ne ralisation en
dimension supe rieure du the ore me de Schneider portant sur la transcendance des
valeurs de l’invariant modulaire j. Soit un morphisme analytique JS, n entre Hn(C)
et l’ensemble des points complexes de la varie te de Shimura VS, n , invariant par l’ac-
tion de Sp2n(Z) sur Hn(C). Supposons que VS, n et JS, n sont correctement nor-
malise es, alors ils ont montre que si Z est un point alge brique non spe cial du
domaine Hn(C), la valeur prise par la fonction JS, n en Z n’est pas un point alge bri-
que de la varie te de Shimura VS, n . Ils ont e galement donne des exemples de points
Z appartenant au domaine Hn(C), mais non alge briques qui sont envoye s sur un
point non alge brique de VS, n par la fonction JS, n . Nous verrons dans cet article
comment construire d’autres exemples du tels points Z # Hn(C).  2000 Academic
Press
Key Words: Abelian varieties; periods; Riemann bilinear relations; arithmetic
automorphic function; field of definition of a vector subspace; Wu stholz analytic
subgroup theorem.
INTRODUCTION
Soit A une varie te abe lienne de dimension n de finie sur C, munie d’une
polarisation principale C. Le couple (A, C) est repre sente par un e le ment
Z # Hn(C) bien de fini modulo l’action de PSp2n(Z) sur Hn(C).
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Notons
Hn(Q )=Hn(C) & Mn(Q ).
Le the ore me obtenu par la collaboration de P. B. Cohen, H. Shiga et
J. Wolfart dont on trouvera une re fe rence dans [Co] ou [S-W] s’e nonce
dans un cas particulier de la fac on suivante.
The ore me. Si A est de finie sur Q , alors A est a multiplication complexe
si et seulement si Z # Hn(Q ).
Ici, on va associer a Z # Hn(C) un C-sous-espace vectoriel de C2n de
dimension n, que l’on notera VZ et que l’on de finit par:
e1 en+1
VZ={(e1 , e2 , ..., e2n) # C2n; Z \ b ++\ b +=0Cn= .en e2n
Supposons maintenant que A est une varie te abe lienne simple. Nous
noterons g le degre du sous-corps totalement re el maximal inclus dans le
centre de End0(A)=End(A)Z Q, et nous introduirons a la section 2.1 du
paragraphe 2 un entier c qui va mesurer ‘‘la tendance a la multiplication
complexe’’ de A. L’entier c est compris, par de finition, entre 0 et g. Nous,
montrerons au lemme 2.4 que c= g si et seulement si A est a multiplication
complexe. Dans cet article nous cherchons a e valuer la codimension cod du
plus petit C-sous-espace vectoriel de C2n contenant VZ et de fini sur Q , a
l’aide des entiers c, g et n. Nous montrerons en fait que si on suppose de
plus que A est de finie sur Q alors
cod=
c
g
n.
Vu que le C-sous-espace VZ de C2n est de fini sur Q , ou ce qui revient au
me^me que cod=n, si et seulement si Z # Hn(Q ), on de duit que le re sultat
propose ici ame liore, dans un cas particulier, le the ore me obtenu par [Co]
et [S-W].
Comme nous l’avons indique dans le re sume les applications concernent
la transcendance des valeurs de la fonction JS, n , et seront de veloppe es au
paragraphe 4.
En fait, il n’est pas indispensable de supposer que les varie te s abe liennes
que l’on conside re sont principalement polarise es. Cette hypothe se super-
flue a e te faite dans le but d’alle ger les de monstrations de cet article.
Je me permets exprimer ma gratitude envers P. Cohen qui m’a propose
comme sujet de the se d’e tudier la transcendance des valeurs des fonctions
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automorphes, et qui a eu la gentillesse de diriger mes recherches. Le travail
reproduit ici correspond a une version tre s re duite de la the se. Je voudrais
e galement remercier P. Grinspan qui a lu avec attention le manuscrit et
avec qui j’ai pu be ne ficier de commentaires inte ressants, et A. Moreira qui
a re solu une grande partie des proble mes lie s a l’informatique.
1. RAPPELS SUR LES VARIE TE S ABE LIENNES
Soit A une varie te abe lienne simple de dimension n sur C. On sait que
A(C) est isomorphe a TA D ou TA est l’espace tangent a l’origine de la
varie te abe lienne A, et ou D est un re seau de TA . On dispose d’un
isomorphisme d’alge bre i entre l’alge bre a division L=End0(A)=
End(A)Z Q et l’alge bre des endomorphismes de l’espace TA qui pre ser-
vent DQ=DZ Q.
Cet isomorphisme permet de voir DQ comme un L espace vectoriel. En
particulier [L : Q] divise 2n. On notera:
m=
2n
[L : Q]
.
Le choix d’une base de TA sur C fournit une repre sentation complexe 8 de
L de degre n dite repre sentation complexe analytique de L.
Soit C une polarisation de A. On sait (voir [Shi1] p. 154) que C induit
sur L une involution positive dite involution de Rosati. D’autre part la
classification des alge bres a division munie d’une involution positive a e te
re alise e par Albert et est re sume e dans la proposition suivante:
Proposition 1.1. Soit L une Q-alge bre a division de dimension finie
munie d ’une involution positive \. On note K=Z(L) le centre de L,
q2=[L : K] et F=[x # K; \(x)=x]. Alors F est un corps de nombres
totalement re el de degre g et on dispose de la classification suivante:
Type I: L=F.
Type II: L est une alge bre de quaternions totalement inde finie; i.e., une
alge bre centrale simple L sur F telle que les composantes simples de
LR=LQ R soient isomorphes a M2(R).
Type III: L est une alge bre de quaternions totalement de finie; i.e., une
alge bre centrale simple L sur F telle que les composantes simples de
LR=LQ R soient isomorphes a H alge bre des quaternions hamiltoniens.
Type IV: L est une alge bre centrale simple sur K et K est une extension
quadratique imaginaire de F.
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De plus on a:
LQ R&{
R g
M2(R) g
H g
Mq(C) g
si L est de type I,
si L est de type II,
si L est de type III,
si L est de type IV.
En plongeant H de manie re canonique dans M2(C), on obtient alors g (resp.
2g) repre sentations matricielles irre ductibles de L dans le cas de type I, II ou
III (resp. dans le cas de type IV), que l ’on notera /1 , ..., /g (resp. /1 , ..., /g ,
/ 1 , ..., / g).
Re fe rence pour une de monstration de la proposition 1.1. Voir l ’article de
[Shi1] pp. 150153.
Parmi toutes les repre sentations complexes C-e quivalentes a 8, il en
existe une construite a partir des repre sentations irre ductibles de L.
Proposition 1.2. On a:
8tC 80
ou :
81(a) 0 } } } } } } 0
0
...
...
... b
80(a)=\ b ... 8&(a) ... b +b ... ... ... 0
0 } } } } } } 0 8g(a)
avec 8&(a) # Mny(C) de finie par:
/&(a)1m2 si L est de type I,
8&(a)={/&(a)1m si L est de type II ou III,\/&(a)1r&0 0/ &(a)1s&+ si L est de type IV.
Re fe rence. Voir [Shi1] paragraphe 2.1 pp. 155156.
Dans le cas ou L est de type I, II ou III la repre sentation complexe 80
ne de pend que de L et de n. Si, par contre L est de type IV, alors la varie te
abe lienne A de finit pour tout & compris entre 1 et g un couple d’entiers
(r& , s&) soumis a la relation r&+s&=mq.
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De finition 1.3. On appellera 80 la repre sentation complexe canonique
admissible associe e a A.
Quitte a choisir pour tout 1& g une repre sentation C-e quivalente a
/& , on peut supposer que 80(L)/Mn(Q ).
2. ENONCE DU THE ORE ME PRINCIPAL
On de signera par 7n l’ensemble des varie te s abe liennes de finies sur C de
dimension n et munies d’une polarisation principale.
Notons par [Z] # PSp2n(Z)"Hn(C) l’e le ment associe a (A, C) # 7n et
Z # Hn(C) un repre sentant. Soit
VZ=[E # C2n; (Z In) E=0Cn].
Alors VZ est un C-sous-espace vectoriel de C2n de dimension n. Nous allons
nous inte resser a la codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de
C2n contenant VZ et de fini sur Q . On ve rifie facilement que cette codimen-
sion est inde pendante du choix du repre sentant de [Z] # PSp2n(Z)"Hn(C),
et donc ne de pend que de la classe d’isomorphisme de la varie te abe lienne
polarise e (A, C).
De finition 2.1. A toute varie te abe lienne simple A de dimension n on
associe un entier c qui va mesurer ‘‘la tendance a la multiplication com-
plexe.’’
c={0Card[& # [1, ..., g]; r&s&=0]
si L est de type I, II ou III,
si L est de type IV.
Ici r& et s& sont les multiplicite s des repre sentations irre ductibles /& et / &
intervenant dans la repre sentation complexe canonique admissible 80
associe e a A.
The ore me Principal 2.2. Soit (A, C) un e le ment de 7n tel que la
varie te abe lienne A soit simple et de finie sur Q . De signons par Z un repre sen-
tant de la classe [Z] # PSp2n(Z)"Hn(C) associe e a (A, C). Alors le plus petit
C-sous-espace vectoriel de C2n contenant VZ et de fini sur Q est de codimen-
sion e gale a cgn.
Les deux lemmes qui vont suivre montrent en fait que le the ore me prin-
cipal 2.2 ge ne ralise les travaux de P. B. Cohen, H. Shiga et J. Wolfart.
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Lemme 2.3. On a Z # Hn(Q ) si et seulement si VZ est un C-sous-espace
vectoriel de C2n de fini sur Q .
Preuve du lemme 2.3. Claire.
Lemme 2.4. Soit A une varie te abe lienne simple de dimension n. Alors A
est a multiplication complexe si et seulement si c= g.
Preuve du lemme 2.4. Si A est a multiplication complexe alors
L=End0(A) est une alge bre de type IV, m=1 et q=1. Ainsi, pour tout
1& g on a: r&+s&=mq=1, ce qui force: r&s&=0. Par suite c= g.
Re ciproquement, si c= g alors comme g1 on de duit de ja que
L=End0(A) est de type IV. Pour terminer la de monstration, il suffit d’in-
voquer la proposition 14 de [Shi1] p. 176.
Corollaire 2.5. Soit (A, C) un e le ment de 7n tel que la varie te
abe lienne A soit simple et de finie sur Q . De signons par Z # Hn(C) un
repre sentant de la classe [Z] # PSp2n(Z)"Hn(C) associe e a (A, C). Alors
Z # Hn(Q ) si et seulement si A est a multiplication complexe.
Preuve du corollaire 2.5. Re sulte du the ore me principal et des lemmes
2.3 et 2.4.
Nous aurons besoin, pour les applications que nous proposerons du
the ore me principal, d’une majoration de l’entier c. C’est l’objet du lemme
qui suit.
Lemme 2.6. Soit A une varie te abe lienne simple de dimension n non a
multiplication complexe. Alors c np&1 ou p de signe le plus petit nombre
premier intervenant dans la de composition de l ’entier n. En particulier, si n
est premier, on a: c=0.
Preuve du lemme 2.6. Vu la de finition de c, on peut supposer que
L=End0(A) est une alge bre de type IV. Par suite [L : Q]=2gq2 et
n=mgq2.
L’e ventualite g=n, m=1 et q=1 est a exclure. En effet, la varie te
abe lienne A serait alors a multiplication complexe, ce qui est contraire aux
hypothe ses. D’ou g np .
Si g{ np alors il est clair que c
n
p&1. Pour terminer la de monstration on
peut donc supposer que: g= np . On a alors m= p, q=1 et 80=
1& g(r&/&+s&/ &). Pour montrer que le produit r& s& ne peut e^tre nul
pour tout & compris entre 1 et g, il suffit d’invoquer a nouveau la proposi-
tion 14 de l’article de [Shi1] p. 176.
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Corollaire 2.7. Soit (A, C) un e le ment de 7n tel que la varie te
abe lienne A soit simple non a multiplication complexe et de finie sur Q . Sup-
posons que n est un nombre premier, et de signons par Z un repre sentant de
la classe [Z] # PSp2n(Z)"Hn(C) associe e a (A, C) # 7n . Alors il n’existe pas
de C-sous-espace vectoriel strict de C2n contenant VZ et de fini sur Q .
Remarque 1. C’est essentiellement ce corollaire que nous utiliserons
pour les applications a la transcendance au paragraphe 4 dans le cas ou
n=2.
Remarque 2. Le corollaire 2.7 tombe en de faut sans l’hypothe se de sim-
plicite , comme le montre l’exemple suivant.
Soient E1 une courbe elliptique de finie sur Q avec End(E1)=Z et E2 une
courbe elliptique a multiplication complexe. On sait que E1 est repre sente
par {1 # H non alge brique et que E2 est repre sente par {2 # H quadratique
imaginaire.
Notons A la varie te abe lienne produit des courbes elliptiques E1 et E2 .
Il est clair que la surface abe lienne A est de finie sur Q et n’est pas a multi-
plication complexe. Soit C la polarisation principale de A induite par les
polarisations principales canoniques de E1 et de E2 . Le couple (A, C) est
repre sente e par [Z] # PSp4(Z)"H2(C), ou :
Z=\{10
0
{2+ .
Or on a:
VZ /H3 C4
ou
H=[(e1 , e2 , e3 , e4) # C4; {2e2+e4=0]
est clairement un hyperplan de C4 de fini sur Q puisque {2 # Q .
3. DE MONSTRATION DU THE ORE ME PRINCIPAL
Soit Z # Hn(C) un repre sentant de [Z] # PSp2n(Z)"Hn(C) associe e a
(A, C) # 7n .
A isomorphisme pre s, la donne e de (A, C) # 7n est e quivalente a la don-
ne e de (T=CnD, E) ou D est un re seau de Cn et E est une forme de
Riemann principale.
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Notons B=(*1 , ..., *2n) une base de DQ=DZ Q sur Q et
0=(*ij)1in, 1 j2n # Mn, 2n(C)
la matrice des pe riodes obtenue a partir de cette base. Soit
u0 : C2n  Cn
X [ 0X.
On remarque que dimQ (ker(u0) & Q 2n) ne de pend pas du choix de la
matrice des pe riodes 0.
Partie A. L’objectif de cette partie est de de montrer le the ore me suivant
The ore me 3.1. La codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de
C2n contenant VZ et de fini sur Q est e gale a dimQ (ker(u0) & Q 2n).
On suppose que la base B de DQ sur Q provient en fait d’une base
symplectique de D sur Z. Il est alors clair que:
VZ=V1
ou
V1=[G # C2n; 0G=0Cn].
Le the ore me 3.1 va re sulter de la proposition suivante:
Proposition 3.2. Soit r un entier compris entre 0 et n. Il existe un
C-sous-espace vectoriel de C2n contenant V1 de codimension r et de fini sur Q
si et seulement s’il existe D # M2n, r(Q ) de rang r telle que 0D=0Mn, r (C) .
Preuve de la proposition 3.2. Notons
J=\ 0n&In
In
0n+
et de finissons
v1 : Mr, n(C)  Mr, 2n(C)
X [ X0
v2 : M2n, r(C)  Mn, r(C)
Y [ 0Y
f : Mr, 2n(Q )  M2n, r(Q )
Z [ J&1tZ
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On de signe par fC l’extension C-line aire de f. La matrice des pe riodes 0
ve rifie les relations biline aires de Riemann, et en particulier l’e galite
suivante:
0J&1t0=0Mn(C) .
Ce qui signifie que:
v2 b fC b v1=0Mr, n(C) .
Or fC est inversible et dimC ker v2=dimC Im(v1)=rn, puisque rg(0)=n.
D’ou
fC(Im(v1))=ker(v2).
Comme d’une part la donne e d’un C-sous-espace vectoriel de C2n conte-
nant V1 et de fini sur Q est e quivalente a la donne e d’un e le ment de
Im(v1) & Mr, 2n(Q ) de rang r, et d’autre part l’application line aire f re alise
une bijection entre les e le ments de Mr, 2n(Q ) de rang r et les e le ments de
M2n, r(Q ) de rang r, on de duit la proposition 3.2.
Partie B
On suppose dans toute cette partie que la varie te abe lienne A est simple
et de finie sur Q . Nous allons construire une matrice des pe riodes 0 de A
telle que dimQ (ker(u0) & Q 2n) s’exprime naturellement a l’aide des entiers
c, g et n.
The ore me 3.3. Soit (t1 , ..., tn) une base de TA sur Q . On de duit par
extension des scalaires une base de TA, C=TA Q C sur C. Si 8 de signe la
repre sentation complexe analytique de L obtenue a partir de cette base, alors
on a: 8(L)/Mn(Q ).
Preuve du the ore me 3.3. Voir la re fe rence [Mo] pp. 269270.
On peut conclure que les repre sentations 8 et 80 qui sont C-e quiva-
lentes sont aussi Q -e quivalentes (voir [C-R] The ore me (29.7) p. 200). Par
suite, il existe une base (t1 , ..., tn) de TA sur Q telle que la repre sentation
complexe de la varie te abe lienne A obtenue a partir de cette base soit e gale
a 80 . Notons alors:
,: Cn  TA, C
(x1 , ..., xn) [ :
n
i=1
x iti
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l’isomorphisme de duit par extension des scalaires, et
exp: TA, C  A(C)
une application exponentielle telle que d0TA, C exp # EndC(TA, C) soit de finie
sur Q , puis
L=,&1(ker exp Z Q).
Soit une base (a1 , ..., am) de L sur 80(L), et notons
aj= t(a1j , ..., akj , ..., anj) # Cn
les composantes du vecteur aj . Posons s=[L : Q] et fixons (l1 , ..., ls) une
base de L sur Q. On de finit (*1 , ..., *2n) une base de L sur Q en posant:
*k=80(li) aj ,
pour tout k=i+s( j&1), avec 1is et 1 jm. On de signera par 0 la
matrice des pe riodes obtenue a partir de cette base.
The ore me 3.4. Les nm nombres complexes aij pour 1in et 1 jm
sont Q -line airement inde pendants.
Remarque au sujet du the ore me 3.4. Ce re sultat d’inde pendance line aire
des pe riodes est du^ a G. Wu stholz. La de monstration repose d’ailleurs sur
le the ore me du sous-groupe analytique de Wu stholz [Wu ]. Le lecteur est
invite a se re fe rer a l’article de [S-W] pp. 59 pour une de monstration du
the ore me 3.4.
Proposition 3.5. Si L est de type I, II ou III les e le ments
80(l1), ..., 80(ls) de Mn(C) sont C-line airement inde pendants. Si par contre L
est de type IV, alors
dimC(VectC(80(l1), ..., 80(ls))=s&cq2.
Preuve de la proposition 3.5.
(a) L de type I, II ou III. On ve rifie sans peine que les e le ments
R g si L est de type I
(/1(l i), ..., /&(li), ..., /g(l i)) # {M2(R) g si L est de type IIM2(C) g si L est de type III
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pour i=1, ..., s sont C-line airement inde pendants si on les regarde comme
des e le ments de C g ou M2(C) g selon que L est de type I ou II, III. D’ou
la C inde pendance line aire des e le ments 80(l1), ..., 80(ls) de Mn(C).
(b) L de type IV, on a alors s=2gq2, et
LQ R w
t Mq(C) g
l1 [ (/&(l ))1& g .
Les e le ments (/1(li), ..., /&(l i), ..., /g(li)) de Mq(C) g pour i=1, ..., s sont
R-line airement inde pendants. Il est facile d’en de duire que les e le ments
(/1(li), ..., /&(l i), ..., /g(li), / 1(li), ..., / &(l i), ..., / g(li))
de Mq(C)2g pour i=1, ..., s sont C-line airement inde pendants et forment
donc une base de Mq(C)2g. Conside rons alors:
v: Mq(C)2g  Mq(C)2g
(A1 , ..., Ag , B1 , ..., Bg) [ ( p1(A1), ..., pg(Ag), q1(B1), ..., qg(Bg))
ou
p&={IdMq(C)0EndC(Mq(C))
si r&1
sinon
et q&={IdMq(C)0EndC(Mq(C))
si s&1
sinon
Il est clair que v # EndC(Mq(C)2g) et que dimC ker(v)=cq2. Par le
the ore me du rang on de duit que:
dimC Im(v)=2gq2&cq2.
Ainsi les e le ments (81(li), ..., 8&(li), ..., 8g(li)) de Mng(C) g pour i=1, ..., s
engendrent un C-sous-espace vectoriel de Mng(C) g de dimension s&cq2.
Ce qui prouve que la dimension du C-sous-espace vectoriel de Mn(C)
engendre par les e le ments 80(li) pour i=1, ..., s vaut s&cq2.
The ore me 3.6. Le Q -espace vectoriel ker(u0) & Q 2n est trivial si L est
de type I, II ou III. Il est de dimension e gale a cgn si L est de type IV.
Preuve du the ore me 3.6. Vu le the ore me 3.4, il est facile de ve rifier que
X # ker(u0) & Q 2n  :
1is
y i, j80(li)=0Mn(Q )
pour tout 1 jm, ou yi, j=xi+s( j&1) et X= t(x1 , ..., x2n).
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Si L est de type I, II ou III, alors d’apre s la proposition 3.5 on de duit
que:
ker(u0) & Q 2n est trivial.
Si maintenant L est de type IV, alors on de finit:
v: Q s  Mn(Q )
( y1 , ..., ys) [ :
1is
yi80(li)
et vC l’application line aire induite par extension des scalaires de Q a C.
D’apre s la proposition 3.5, on a: dimQ Im(v)=dimC Im(vC)=s&cq2. D’ou
par le the ore me de rang: dimQ ker(v)=cq2, et par suite
dimQ (ker(u0) & Q 2n)=cmq2=
c
g
n,
puisque n=mgq2.
4. TRANSCENDANCE DES FONCTIONS AUTOMORPHES
ARITHME TIQUES DE SIEGEL
On sait que la varie te PSp2n(Z)"Hn(C) est isomorphe a l’ensemble des
points complexes d’une partie Zariski ouverte VS, n d’une varie te projective.
Soit une application holomorphe JS, n de Hn(C) sur VS, n(C) qui induit un
isomorphisme de PSp2n(Z)"Hn(C) sur VS, n(C). On notera P(Z, n) l’e le -
ment de 7n associe e a Z # Hn(C), bien de finie a isomorphisme pre s. Nous
de signerons par A(Z, n) la varie te abe lienne sous-jacente P(Z, n) en ne
tenant pas compte de la polarisation. D’apre s [Shi2], on sait que l’on peut
choisir VS, n et JS, n de telle manie re que les conditions suivantes soient
satisfaites:
(i) La varie te VS, n est de finie sur le corps des rationnels Q.
(ii) Le corps des modules, relativement a l’extension CQ, de la
varie te abe lienne polarise e P(Z, n) est Q(JS, n(Z)), et ce pour tout
Z # Hn(C).
Remarque. La varie te VS, 1 n’est rien d’autre que l’ouvert P1"[] de
P1 dont l’ensemble des points complexes sera identifie avec C. Pour
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l’application JS, 1 on peut prendre la fonction modulaire elliptique j dont le
de veloppement en se rie est:
j({)=
1
q
+744+ :

n=1
cn qn
ou q=e2i?{ et (cn)n1 est une suite de nombres entiers positifs.
The ore me 4.1. Soit (A, C) une varie te abe lienne polarise e de finie sur C.
Notons Km le corps des modules de la varie te abe lienne polarise e (A, C)
relative a l ’extension CQ. Alors, il existe une extension de degre fini de Km
telle que (A, C) soit de finie sur cette extension.
Preuve du the ore me 4.1. Voir la proposition 5 de [Shi1] p. 166.
Vu qu’il n’existe aucune extension de degre fini de Q autre que Q
lui-me^me, on de duit:
Corollaire 4.2. La varie te abe lienne polarise e P(Z, n) est de finie sur Q
si et seulement si
JS, n(Z) # VS, n(Q ).
Ainsi, le the ore me principal obtenu par P. Cohen, H. Shiga et J. Wolfart
admet comme corollaire le the ore me de transcendance suivant:
Corollaire 4.3. Soit Z un point de Hn(Q ). On a JS, n(Z)  VS, n(Q ) de s
que Z n’est pas un point spe cial du domaine Hn(C).
Re fe rence. Voir [Co] ou [S-W].
A l’aide d’un argument de de nombrabilite , on remarque qu’il existe une
infinite non de nombrable de points Z # Hn(C) non alge briques tels que
JS, n(Z)  VS, n(Q ). Le but de ce paragraphe est de donner quelques
exemples tels points Z # Hn(C).
(1) Cas ou n=2.
The ore me 4.4. Soient:
z1 un nombre alge brique avec I(z1)>0,
z2 un nombre transcendant avec I(z2)>0,
x un nombre alge brique ve rifiant I(z1) I(z2)&(I(x))2>0.
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On note:
Z=\z1x
x
z2+ # H2(C).
Si les e le ments 1, x, z1 sont Q-line airement inde pendants alors la varie te
abe lienne polarise e P(Z, 2) est simple et non de finie sur Q . Par suite:
JS, 2(Z)  VS, 2(Q ).
De la me^me fac on on e tablit le re sultat suivant:
The ore me 4.5. Soient:
t un nombre transcendant re el,
x un nombre alge brique re el non nul,
z1 et z2 deux nombres alge briques ve rifiant I(z1)>0 et I(z2)>0.
Alors on a:
JS, 2 \z1&xtt tz2&1x t+  VS, 2, d (Q )
de s que les e le ments 1, z1 , z2 , z1z2 sont Q -line airement inde pendants.
Remarque. Nous ne de montrerons que le the ore me 4.4, la preuve du
the ore me 4.5 e tant analogue.
Preuve du the ore me 4.4. Supposons un instant que l’on sache que
A(Z, 2) est simple. D’une part, A(Z, 2) n’est pas a multiplication complexe,
car Z  H2(Q ) et d’autre part,
H=[(e1 , e2 , e3 , e4) # C4; ze1+xe2+e3=0]
est un hyperplan de C4 de fini sur Q et contenant VZ . Ainsi, on de duit
d’apre s le corollaire 2.7. que P(Z, 2) ne peut e^tre de finie sur Q . D’ou
JS, 2(Z)  VS, 2(Q ),
vu le corollaire 4.2.
Reste donc a montrer que A(Z, 2) est simple. Pour cela, on commence
par rappeler le re sultat suivant:
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Proposition 4.6. Soit 4 un re seau de C2. Le tore complexe T=C24
est simple si et seulement si pour tout (*1 , *2) # 42 les vecteurs *1 et *2 de
C2 sont lie s sur R de s qu’ils sont lie s sur C.
Preuve de la proposition 4.6. Commenc ons tout d’abord par montrer le
sens direct. Supposons qu’il existe *1 et *2 deux e le ments de 4 qui sont lie s
sur C et R-line airement inde pendants. Quitte a e changer *1 avec *2 , on
peut supposer que *2={*1 avec { # H. Ainsi T contient le sous-tore com-
plexe C*1 Z*1+Z*2 isomorphe a CZ+{Z.
Re ciproquement, supposons qu’il existe 4$ un re seau de C tel que
T $=C4$ soit un sous-tore complexe de T. Il existe donc i # HomC(C, C2)
injectif tel que i(4$)/4. Si *$1 et *$2 est une base du Z-module 4$, alors les
e le ments *$1 et *$2 de C sont lie s sur C et R-line airement inde pendants. Par
suite il en est de me^me pour les e le ments i(*$1) et i(*$2) de C2.
Retour a la de monstration du the ore me 4.4. On a:
A(Z, 2)(C)&C24Z, 2 ou 4Z, 2=Z2+ZZ2.
Soient deux e le ments
*1=\a1+c1 z1+d1xb1+c1 x+d1z2+ et *2=\
a2+c2z1+d2x
b2+c2x+d2 z2+
de 4Z, 2 lie s sur C, ou
(a1 , a2 , b1 , b2 , c1 , c2 , d1 , d2) # Z8.
On a:
} a1+c1z1+d1xb1+c1x+d1 z2
a2+c2z1+d2x
b2+c2x+d2z2 }=0
et vu les hypothe ses sur x, z1 et z2 , on de duit que:
a1d2=d1a2
c1d2=d1c2{a1b2=a2b1c1b2=c2b1
d1b2+a1c2=d2b1+a2c1
Nous laissons maintenant le soin au lecteur de montrer, en distinguant
selon que les entiers c1 et c2 sont nuls ou non, que les vecteurs *1 et *2 de
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C2 sont lie s sur R. D’apre s la proposition 4.6 la varie te abe lienne A(Z, 2)
est simple.
(2) Cas ou n3.
Le lemme suivant donne des conditions suffisantes sur Z # Hn(C) pour
que A(Z, n) soit simple et que c=0.
Lemme 4.7. Soit un e le ment Z=(zij)1i, jn de Hn(C). Soient :, ; et #
trois entiers compris entre 1 et n. De signons par (H1:;) pour :{;, (H1#) et
(H2) les hypothe ses suivantes:
(H1:;) la famille constitue e par les produits z:kzl; pour 1k, ln, les
e le ments z:i pour i # [1, ..., n]"[;] et zj; pour j # [1, ..., n]"[:] ainsi que par
z:; et 1 est Q-line airement inde pendante.
(H1#) la famille constitue e par les produits z#kz#l pour 1k, ln, les
e le ments z#i pour 1in ainsi que par 1 est Q-line airement inde pendante.
(H2) la famille constitue e par les e le ments zij pour 1i jn et par
1 est Q-line airement inde pendante.
Alors si (H2) est vraie ainsi que l ’une des deux hypothe ses (H1:;) ou
(H1#), on a:
End0(A(Z, n))&Q.
En particulier A(Z, n) est simple et c=0.
Preuve du lemme 4.7. Vu les hypothe ses faites, on ve rifie que l’e quation
matricielle:
AZ+ZBZ&C&ZD=0Mn(C)
avec (A, B, C, D) # (Mn(Q))4 est e quivalente a
B=C=0Mn(C) et A=D=*In avec * # Q.
Ce qui prouve que End0(A(Z, n))=Q.
Corollaire 4.8. Soient t1 , t2 et t3 trois nombres complexes Q -alge bri-
quement inde pendants ve rifiant I(t1)>0 et I(t1) I(t3)&(I(t2))2>0, x et y
deux nombres re els alge briques tels que les e le ments 1, x, y soient Q-line aire-
ment inde pendants, et z un nombre complexe alge brique de partie imaginaire
strictement positive.
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Notons:
t1 x t2
Z=\x z y+ # H3(C),t2 y t3
On a:
JS, 3(Z)  VS, 3(Q ),
de s que les e le ments 1, x, x2 ou 1, y, y2 ou bien encore 1, x, y, xy sont
Q-line airement inde pendants.
Preuve du corollaire 4.8. On ve rifie facilement a l’aide du lemme 4.7 que
A(Z, 3) est une varie te abe lienne simple et c=0. Vu le the ore me principal
2.2, il est clair que P(Z, 3) n’est pas de finie sur Q , puisque
H=[(e1 , e2 , ..., e6) # C6; xe1+ze2+ ye3+e5=0]
est un hyperplan de C6 contenant VZ et de fini sur Q . D’ou
JS, 3(Z)  VS, 3(Q ).
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